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Chapitre 2 

Transformée de Laplace et représentation des 

Systèmes asservis 

Introduction 

Une partie de ce chapitre va traiter une technique de transformation mettant en rapport 

les fonctions du temps avec des fonctions de la variable complexe dépendant de la 

fréquence. Cette transformation on l’appelle la transformée de Laplace, qui est une 

transformation mathématique qui s’applique à la résolution d’équations différentielles à 

coefficients constants, et c’est sur elle que sont fondées les techniques d’analyse et de 

conception. 

La deuxième partie du chapitre sera consacrée à la représentation des systèmes asservis 

en passant d’une équation différentielle à une fonction de transfert exprimée dans le 

domaine de Laplace. 

PREMIERE PARTIE : 

I. La transformée de Laplace 

I.1. Définition : considérons une fonction réelle 𝑠(𝑡) telle que 𝑠(𝑡) = 0 pour 𝑡 < 0, 

on définit sa transformation de Laplace 𝐿(𝑠(𝑡)) comme la fonction de 𝑆 de la variable 

complexe  𝑝 , telle que : 

𝑆(𝑝) = 𝐿(𝑠(𝑡)) = ∫ 𝑠(𝑡). 𝑒−𝑝.𝑡𝑑𝑡
+∞

−∞

 

La fonction 𝑆(𝑝) est une fonction complexe d’une variable complexe 𝑝 (avec  𝑝 = 𝜏 + 𝑗. 𝑤). 

D’une manière plus générale, la transformation de Laplace est une application de 

l’espace des fonctions du temps (nulle pour tout 𝑡 < 0) vers l’espace des fonctions 

complexes d’une variables complexe. 

I.2. Propriétés fondamentales de la transformée de Laplace 
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Les propriétés qui suivent sont fondamentales car elles permettent de calculer 

facilement les transformées de Laplace de certains signaux. 

a- Linéarité : La linéarité de la transformée de Laplace d’une des plus importantes des 

propriétés : 

𝑳{𝜶. 𝒇(𝒕) + 𝜷. 𝒈(𝒕)} = 𝜶. 𝑳{𝒇(𝒕)} + 𝜷. 𝑳{𝒈(𝒕)} 

Et en particulier : 

𝑳{𝒇(𝒕) + 𝒈(𝒕)} = 𝑳{𝒇(𝒕)} + 𝑳{𝒈(𝒕)} 

Et  

𝑳{𝒌. 𝒇(𝒕)} = 𝒌. 𝑳{𝒇(𝒕)} 

b- Transformée de Laplace d’une dérivée : Soit 𝒇(𝒕) une fonction de temps. Soit 

𝑭(𝒑) sa transformée de Laplace. On montre que la transformée de Laplace de sa 

dérivée première se calcule simplement en fonction de 𝐹(𝑝) : 

𝒅𝒇(𝒕)

𝒅𝒕
→ 𝒑. 𝑭(𝒑) − 𝒇(𝟎) 

De même, la transformée de Laplace de sa dérivée nième est : 

𝑑𝑛𝑓(𝑡)

𝑑𝑡𝑛
= 𝑝𝑛𝐹(𝑝) − ∑ 𝑝𝑛−1−𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘
𝑓(𝑡)|𝑡=0

𝑛−1

𝑘=0

 

 

Par exemple :  

𝒅𝟐𝒇(𝒕)

𝒅𝒕𝟐
→ 𝒑𝟐. 𝑭(𝒑) − 𝒑. 𝒇(𝟎) − 𝒇′(𝟎) 

Dans le cas où les conditions initiales sont nulles, on peut retenir simplement les 

relations suivantes : 

                       
 𝑑𝑓(𝑡)

𝑑𝑡
→ 𝑝. 𝐹(𝑝)            et     

𝑑𝑛𝑓(𝑡)

𝑑𝑡𝑛 = 𝑝𝑛𝐹(𝑝) 

c- Transformée de la place d’une primitive : Soit 𝑔(𝑡) une primitive d’une 

fonction 𝑓(𝑡) et 𝐹(𝑝) la transformée de Laplace de cette fonction. On a :  

𝑔(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑡). 𝑑𝑡 →
𝐹(𝑝)

𝑝
+

𝑔(0)

𝑝
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Quand les conditions initiales sont nulles :      𝐺(𝑝) =
𝐹(𝑝)

𝑝
 

d- Théorème du retard : considérons la fonction 𝑓(𝑡) retardée de τ, qu’on écrit 

𝑓(𝑡 − τ) (voir la figure 1). Sa transformée de Laplace est : 

𝐿{𝑓(𝑡 − τ)} = 𝐹(𝑝). 𝑒−𝑝𝜏 

 

 

 

  

 

e- Théorème de la valeur initiale :  

lim
𝑡→0

𝑓(𝑡) = lim
𝑝→+∞

𝑝. 𝐹(𝑝) 

f- Théorème de la valeur finale :  

lim
𝑡→+∞

𝑓(𝑡) = lim
𝑝→0

𝑝. 𝐹(𝑝) 

g- Transformée de Laplace de quelques signaux usuels : 

g-1 : Echelon d’amplitude 𝐸0 

 𝑒(𝑡) =  𝐸0 × 𝑢(𝑡),  avec  𝑢(𝑡) est l’échelon de Heaviside. Quand 𝐸0 = 1, on dit que 

l’échelon est unitaire. 

La transformée de la place de ce signal est : 𝐿{𝑒(𝑡)} =
𝐸0

𝑝
 

g-2 : Rampe ou échelon de vitesse : 

Il s’agit de l’intégrale de la fonction échelon  𝑒(𝑡) :  

c(𝑡) = ∫ 𝑒(𝑡). 𝑑𝑡 ⇒ 𝑇𝐿{𝑐(𝑡)} =
𝐸0

𝑝2 

g-3 : Impulsion unitaire : 

En dérivant, cette fois-ci, la fonction échelon, on aura une impulsion de Dirac. 

𝐼(𝑝) = 𝐿{𝜎(𝑡)} = 1 

g-4 : Signal sinusoïdal : 

𝑠(𝑡) = sin(𝑤. 𝑡 + 𝜑) pour t ≥ 0 

𝐿{𝑠(𝑡)} = 𝑆(𝑝) =
𝑝. sin 𝜑 + 𝑤. cos 𝜑

𝑤2 + 𝑝2
 

Pour  𝜑 = 0, on retient     𝑆(𝑝) =
𝑤

𝑤2+𝑝2 

Figure 1 : exemple d’un tracé d’une fonction 𝑓(𝑡) et de 𝑓(𝑡 − τ) 

𝑓(𝑡) 

𝑡 τ 

𝑓(𝑡 − τ) 

𝑡 
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Remarque : Un tableau de la TL (la Transformée de Laplace) des fonctions usuelles sera 

transmis sous forme de fichier à part. 

Il est important de noter que la TL permet de passer d’un problème exposé dans le 

domaine de temps à un problème dans le domaine complexe 𝑝. Une fois la solution est 

obtenue dans le domaine complexe, il est nécessaire de revenir au domaine temps. 

II- Transformée de Laplace inverse 

a- Définition : soit 𝐹(𝑝) une fonction de la variable complexe  𝑝, alors la transformée 

de Laplace inverse est donnée par : 𝑓(𝑡) = 𝐿−1{𝐹(𝑝)} tel que 𝑝 =  𝜏 + 𝑗. 𝑤 

Ou 𝑓(𝑡) =
1

2𝜋𝑗
∫ 𝐹(𝑝). 𝑒𝑝.𝑡 . 𝑑𝑝

𝜏+𝑗∞

𝜏−𝑗∞
 

 

Remarque : Pour calculer l’inverse de La transformée de Laplace, on n’utilise jamais la 

définition. 

- La transformée de Laplace inverse est une transformée linéaire et la plupart des 

signaux usuels sont les fonctions rationnelles 
𝑁(𝑝)

𝐷(𝑝)
, il suffit de décomposer en 

fractions simples et d’utiliser les propriétés de la transformée de Laplace. 

b- Propriété de la transformée de Laplace inverse : La transformée inverse de 

Laplace est une transformation linéaire entre fonctions définies sur le domaine de 

temps 𝑡. Ce qui veut dire que, si  𝑓1(𝑡) 𝑒𝑡  𝑓2(𝑡) sont les transformées inverses de 

𝐹1(𝑝) 𝑒𝑡 𝐹2(𝑝) respectivement, alors : 

𝑇𝐿−1{𝑏1. 𝐹1(𝑝) + 𝑏2. 𝐹2(𝑝)} = 𝑏1. 𝑓1(𝑡) + 𝑏2. 𝑓2(𝑡) , ou 𝑏1 et 𝑏2  sont les constantes 

arbitraires. 

II-1. Méthodes utilisées pour le calcul de la 𝑻𝑳−𝟏 : 

Toutes les fonctions que nous allons étudier sont des fonctions rationnelles, avec ou sans 

retard. 

𝐹(𝑝) =
𝑁(𝑝)

𝐷(𝑝)
=

𝑏𝑚. 𝑝𝑚 + 𝑏𝑚−1. 𝑝𝑚−1 +  … … … . . +𝑏0

𝑎𝑛. 𝑝𝑛 + 𝑎𝑛−1. 𝑝𝑛−1 + ⋯ … … … + 𝑎0
 

𝑁(𝑝)= représente le numérateur de 𝐹(𝑝), polynôme en 𝑝  de degré 𝑚. 

𝐷(𝑝)= représente le dénominateur de 𝐹(𝑝), polynôme aussi en 𝑝,  de degré 𝑛. 



Département d’Automatique                                                                                Matière : Systèmes Asservis Linéaires et Continus 
Section L2 
 

 

• Pôles de 𝑭(𝒑) : ce sont des valeurs de 𝑝 qui annulent le dénominateur, c’est-à-

dire les racines de l’équation  𝐷(𝑝)= 𝑎𝑛. 𝑝𝑛 + 𝑎𝑛−1. 𝑝𝑛−1 + ⋯ … … … + 𝑎0 =0 

(l’équation possède 𝑛 solutions). 

• Zéros de 𝑭(𝒑) : valeurs de 𝑝 qui annulent le numérateur, c’est-à-dire les racines 

de l’équation 𝑁(𝑝)= 𝑏𝑚. 𝑝𝑚 + 𝑏𝑚−1. 𝑝𝑚−1 + … … … . . +𝑏0 = 0  (l’équation possède 

𝑚 solutions). 

Exemple : Soit la fonction rationnelle 𝐹(𝑝) suivante : 

𝐹(𝑝) =
𝑝 + 1

𝑝2 + 3𝑝 + 2
 

Les pôles et les zéros de 𝐹(𝑝)  sont :  {
𝑧 = −1  𝑒𝑠𝑡 𝑙𝑒 𝑧é𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝐹(𝑝)

𝑝1 = −2  𝑒𝑡  𝑝2 = −1 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑙𝑒𝑠 𝑑𝑒𝑢𝑥 𝑝ô𝑙𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝐹(𝑝) 
 

- Cas de pôles simples : soient 𝑝1, 𝑝2, … … … . . , 𝑝𝑛 les pôles d’une fonction rationnelle 

𝐹(𝑝). 

𝐷(𝑝) = (𝑝 − 𝑝1) × (𝑝 − 𝑝2) × … … . .× (𝑝 − 𝑝𝑛) 

𝐹(𝑝) =
𝑁(𝑝)

𝐷(𝑝)
=

𝑁(𝑝)

(𝑝 − 𝑝1) × (𝑝 − 𝑝2) × … … . .× (𝑝 − 𝑝𝑛)
=

𝐴1

𝑝 − 𝑝1
+

𝐴2

𝑝 − 𝑝2
+ ⋯ . . +

𝐴𝑛

𝑝 − 𝑝𝑛
 

On a :  𝐿{𝑒−𝑎.𝑡} =
1

𝑝+𝑎
 

Les 𝐴𝑖  sont les coefficients réels de la décomposition calculés par identification, 𝑓(𝑡) 

aura donc l’expression suivante : 

𝑓(𝑡) = 𝐴1. 𝑒𝑝1.𝑡 + 𝐴2. 𝑒𝑝2.𝑡 +  … … . . +𝐴𝑛. 𝑒𝑝𝑛.𝑡 

Exemple : 𝐹(𝑝) =
𝑝+4

𝑝2+3.𝑝+2
=

𝑝+4

(𝑝+1)×(𝑝+2)
=

𝐴1

𝑝+1
+

𝐴2

𝑝+2
 

Par identification : {
𝐴1 + 𝐴2 = 1

2. 𝐴1 + 𝐴2 = 4
 après résolution du système d’équations, on trouve 

les valeurs de 𝐴1 𝑒𝑡 𝐴2 suivantes : 

𝐴1 = 3   𝑒𝑡  𝐴2 = −2 

En remplaçant ces valeurs dans 𝐹(𝑝), on aura :   

𝐹(𝑝) =
3

𝑝 + 1
−

2

𝑝 + 2
     ⇒   𝑇𝐿−1{𝐹(𝑝)} = 3 × 𝑒−𝑡 − 2 × 𝑒−2𝑡 

- cas de pôles multiples : Le dénominateur s’écrit sous la forme :  

𝐷(𝑝) = (𝑝 − 𝑝1)𝑛1 × (𝑝 − 𝑝2)𝑛2 × … … . .× (𝑝 − 𝑝𝑛)𝑛𝑘  

𝐹(𝑝) =
𝑁(𝑝)

𝐷(𝑝)
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Cette fonction se décompose en éléments simples comme suit : 

𝐹(𝑝) =
𝐴11

(𝑝 − 𝑝1)𝑛1
+

𝐴12

(𝑝 − 𝑝1)𝑛1−1
+ ⋯ +

𝐴1𝑛1

(𝑝 − 𝑝1)
+

𝐴21

(𝑝 − 𝑝2)𝑛2
+ ⋯ +

𝐴2𝑛2

(𝑝 − 𝑝2)
+ ⋯

+
𝐴𝑘1

(𝑝 − 𝑝𝑘)𝑛𝑘
+ ⋯ +

𝐴𝑘𝑛𝑘

(𝑝 − 𝑝𝑘)
 

On rappelle que : 𝑇𝐿 {𝑡𝑛 × 𝑒−𝑎.𝑡} =
𝑛!

(𝑝+𝑎)𝑛+1 

II-1-2. Cas de 𝑭(𝒑) avec retard : 𝐹(𝑝) =
𝑁(𝑝)

𝐷(𝑝)
𝑒−𝑇.𝑝 

𝐹(𝑝) = 𝐹1(𝑝) × 𝑒−𝑇.𝑝    \    𝑒−𝑇.𝑝 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛 é𝑙é𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑖𝑟𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑒𝑙 𝑟𝑒𝑝é𝑠𝑒𝑛𝑡𝑎𝑛𝑡 𝑢𝑛 𝑟𝑒𝑡𝑎𝑟𝑑 𝑝𝑢𝑟 

𝑓1(𝑡) = 𝑇𝐿−1{𝐹1(𝑝)} ⇒ 𝑇𝐿−1{𝐹1(𝑝). 𝑒−𝑇.𝑝} = 𝑓1(𝑡 − 𝑇) 

Remarque : Pour les pôles complexes, le principe est toujours le même et ne change 

pas. 

II-2. Méthode des résidus :  

Soit 𝐹(𝑝) =
𝑁(𝑝)

𝐷(𝑝)
 et 𝑝1, 𝑝2, … … … . . , 𝑝𝑛 sont les pôles de 𝐹(𝑝) ou les solutions de 𝐷(𝑝) = 0. 

La 𝑇𝐿−1{𝐹(𝑝)} = ∑ 𝐑𝐞𝐬𝐢𝐝𝐮𝐬
𝒑=𝒑𝒌

[𝐹(𝑝). 𝑒𝑝.𝑡]𝑛
𝑘=1  , Tel que : 

 𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑠
𝑝=𝑝𝑘

[𝐹(𝑝). 𝑒𝑝.𝑡]   est le résidu de la fonction (𝐹(𝑝). 𝑒𝑝.𝑡)  calculé au pôle 𝑝𝑘 𝑑𝑒  𝐹(𝑝). 

a- Calcul de 𝒇(𝒕) pour des pôles simples : 𝑝1, 𝑝2, … … … . . , 𝑝𝑛 sont des pôles 

simples de 𝐹(𝑝). 

𝐑𝐞𝐬
𝒑=𝒑𝒌

[𝑭(𝒑). 𝒆𝒑.𝒕] = 𝐥𝐢𝐦
𝒑→𝒑𝒌

[(𝒑 − 𝒑𝒌). 𝑭(𝒑). 𝒆𝒑.𝒕] 

b- Cas de pôles multiples : soit 𝑝𝑘 un pôle multiple : 

Soit 𝑝𝑘 un pôle multiple de multiplicité 𝑛𝑘. 

Res
𝑝=𝑝𝑘

[𝑭(𝒑). 𝒆𝒑.𝒕] = 𝐥𝐢𝐦
𝒑→𝒑𝒌

(
𝟏

(𝒏𝒌 − 𝟏)!

𝒅𝒏𝒌−𝟏

𝒅𝒑𝒏𝒌−𝟏
{(𝒑 − 𝒑𝒌)𝒏𝒌 . 𝑭(𝒑). 𝒆𝒑.𝒕} 

 

Remarque : La première partie de ce chapitre est consacrée aux propriétés de la 

transformée de Laplace. Cet outil sera utilisé pour représenter les systèmes linéaires et 

continus dans le domaine complexe, et ce dans le but d’analyser et d’étudier ses 

caractéristiques et ses performances.  
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La deuxième partie sera donc consacrée à, la représentation des systèmes asservis 

linéaires et continus par une fonction complexe dite fonction de transfert, tout en 

donnant ses notions fondamentales ainsi que ses propriétés. 

Un tableau des transformées de Laplace des fonctions usuelles sera joint à cette 

première partie du chapitre. 


